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Resumen: En este trabajo se presenta una estrategia de control en tiempo discreto
para el seguimiento de trayectorias de un robot mo´vil tipo (2,0) controlado
remotamente. La estrategia de control se desarrollo´ mediante un enfoque de modos
deslizantes, considerando el modelo discreto exacto del veh´ıculo en el cual se
incluyen los efectos del retardo de transporte causado por la propagacio´n de
las sen˜ales sobre una red de comunicacio´n. El esquema de control garantiza el
seguimiento de trayectorias predeterminadas obtenie´ndose convergencia asinto´tica
de los errores de seguimiento. La estrategia propuesta es evaluada mediante una
serie de resultados por simulacio´n. Copyright c© 2007 CEA-IFAC
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1. INTRODUCCIO´N
Los robots mo´viles son dispositivos electromeca´ni-
cos capaces de desplazarse en un espacio de tra-
bajo con cierto grado de autonomı´a. De acuerdo a
su forma de locomocio´n se clasiﬁcan en: robots
mo´viles con locomocio´n mediante orugas; me-
diante patas y mediante ruedas, (Canudas et al.
1996). Los robots mo´viles propulsados por ruedas
a su vez se clasiﬁcan de acuerdo al nu´mero y al
tipo de grados de libertad. Los grados de libertad
considerados en robo´tica mo´vil son de dos tipos,
de movilidad y de direccionabilidad. El grado de
1 Trabajo ﬁnanciado parcialmente por CONACyT,
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sidad Militar Nueva Granada, Facultad de Ingenier´ıa, Pro-
grama de Ingenier´ıa Mecatro´nica, Bogota´, D.C., Colombia.
movilidad es un grado de libertad asociado a una
variable de velocidad del robot y el grado de
direccionabilidad es un grado de libertad asociado
a una variable de direccio´n del robot. En este
trabajo se considera un robot mo´vil propulsado
por ruedas, que posee dos grados de movilidad y
cero grados de direccionabilidad, de ah´ı su denom-
inacio´n de robot mo´vil tipo (2,0).
La capacidad para desplazarse de forma auto´noma
le permite a un robot mo´vil desarrollar de ma-
nera eﬁciente diferentes tareas. Debido a esta au-
tonomı´a es deseable utilizar una red de comuni-
cacio´n entre el sistema de control y los sensores y
actuadores del veh´ıculo. La inclusio´n de una red
de comunicacio´n, como se observa en la Figura 1,
induce la presencia de retardos de propagacio´n en
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despreciables y podr´ıan deteriorar el desempen˜o
del sistema y provocar algunos problemas de ines-
tabilidad, (Hale 1997).
Figura 1. Red de Comunicacio´n de un sistema
controlado remotamente.
La necesidad de compensar los efectos de los re-
tardos de tiempo en la propagacio´n de las sen˜ales
en un sistema controlado a distancia, ha motivado
la utilizacio´n de modelos en tiempo discreto que
permiten analizar alternativamente los efectos del
retardo en la propagacio´n de las sen˜ales y per-
miten el disen˜o de esquemas de control en tiempo
discreto.
Para algunos sistemas no lineales es posible la ob-
tencio´n de su modelo discreto exacto, como sucede
con algunas clases de robot mo´viles. La principal
ventaja de utilizar un controlador discreto y un
modelo discreto exacto del sistema, es que no se
tiene como una restriccio´n de trabajo el periodo
de muestreo del sistema de control. Por lo tanto
se puede utilizar en su implementacio´n un sistema
de computo con requerimientos mı´nimos.
Un robot mo´vil propulsado mediante ruedas es
un sistema diﬁcil de controlar debido a que en
general satisface restricciones no holono´mas. Se
han propuesto diversas soluciones para los pro-
blemas cla´sicos de control por ejemplo, algo-
ritmos por modos deslizantes en tiempo con-
tinuo (Shim et al. 1995), (Yang and Kim 1999)
y (Corradini and Orlando 2001). En los traba-
jos mencionados se proponen diferentes estrate-
gias de control basadas en el modelo dina´mico
del robot mo´vil (2,0), para resolver el problema
de seguimiento de trayectorias obteniendose la
convergencia asinto´tica deseada. De igual forma
en (Guldner and Utkin 1995) se propone una
funcio´n de navegacio´n para generar un conjunto
de trayectorias deseadas, donde el control por
modos deslizantes garantiza el seguimiento de las
trayectorias deseadas con errores de seguimiento
que convergen asinto´ticamente a cero.
Actualmente, las estrategias de control desarro-
lladas comu´nmente para robots mo´viles se ob-
tienen a partir de modelos expresados en tiempo
continuo, produciendo consecuentemente, contro-
ladores del tipo continuo. Sin embargo, en la
mayor´ıa de las situaciones pra´cticas la imple-
mentacio´n de estos controladores se realiza en
sistemas de procesamiento digital de datos, siendo
necesaria la utilizacio´n de un periodo de muestreo
suﬁcientemente pequen˜o para su adecuado fun-
cionamiento. Debido a lo anterior, algunos autores
presentan controladores por modos deslizantes
en tiempo discreto utilizando el modelo discreto
aproximado del robot mo´vil (2,0), tal como en
(Corradini et al. 1999), donde se resuelve el pro-
blema de estabilizacio´n de un robot mo´vil ante
la presencia de perturbaciones acotadas. De igual
forma partiendo de los resultados obtenidos en
(Corradini et al. 1999), en (Corradini et al. 2002)
se propone una te´cnica de control por modos
deslizantes en tiempo discreto para el seguimiento
de trayectorias preestablecidas obteniendo experi-
mentalmente errores de seguimiento acotados.
En (Wargui et al. 1997) y (Wargui et al. 1996)
los autores consideran el modelo discreto aprox-
imado de un robot mo´vil tipo (2,0) controlado
remotamente e introducen el efecto del retardo
de transporte debido a una red de comunicacio´n
en el modelo. Especiﬁcamente en (Wargui et al.
1997) se obtiene, a partir del modelo discreto
aproximado con inclusio´n de retardos, una ley de
control que estabiliza el robot mo´vil en presencia
de tiempos de retardo menores que el periodo de
muestreo.
En este trabajo se presenta el modelo discreto
exacto de un robot mo´vil tipo (2,0), obtenido
al considerar los efectos inducidos por retardos
de propagacio´n de las sen˜ales de control, con-
siderando un tiempo de retardo τ menor que el
periodo de muestreo T utilizado. A partir de este
modelo y considerando la metodolog´ıa presentada
en (Furuta 1990), se propone un esquema de con-
trol por modos deslizantes en tiempo discreto que
resuelve el problema de seguimiento de trayecto-
rias con convergencia asinto´tica de los errores de
seguimiento. Una versio´n preliminar de este tra-
bajo fue presentada en (Nino-Suarez et al. 2006)
El trabajo esta organizado de la siguiente forma:
En la Seccio´n 2 se presenta el modelo en tiempo
discreto de un robot mo´vil tipo (2,0) con retardos
de tiempo a la entrada. En la Seccio´n 3 se desarro-
lla un esquema de control por modos deslizantes
en tiempo discreto para resolver el problema de
seguimiento de trayectorias. En la Seccio´n 4, se
presentan los resultados obtenidos mediante si-
mulacio´n, que muestran el desempen˜o de la ley
de control propuesta. Finalmente las conclusiones
se presentan en la Seccio´n 5.
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2. MODELO EN TIEMPO DISCRETO
Conside´rese el robot mo´vil tipo (2, 0) de la Figura
2. El modelo cinema´tico en tiempo continuo de un
robot tipo (2, 0) es,
x˙1 = u1 cosx3












Figura 2. Robot Mo´vil Tipo (2,0)
donde x1 y x2 son las coordenadas del centro de
rotacio´n del robot con respecto a los ejes del marco
de referencia ﬁjo X1 y X2. La variable x3 repre-
senta el a´ngulo que forma el eje de referencia del
robot con respecto a X1, u1 es la velocidad lineal y
u2 es la velocidad angular. Considerando una red
de comunicacio´n como la mostrada en la Figura
1, debido al efecto inducido por los retardos de
transporte, el sistema (1) puede reescribirse como,
x˙1 (t) = u1 (t− τ) cosx3 (t) (2a)
x˙2 (t) = u1 (t− τ) sinx3 (t) (2b)
x˙3 (t) = u2 (t− τ) (2c)
donde τ es la suma de tiempo entre la gene-
racio´n de la sen˜al en el controlador y su aplicacio´n
efectiva en el sistema remoto y el tiempo entre la
medicio´n de las sen˜ales en el veh´ıculo y su envio
para su procesamiento. No´tese que, en general, el
tiempo de retardo por la transmisio´n de la sen˜al
es despreciable. El retardo se presenta fundamen-
talmente debido al periodo de tiempo que requiere
el procesamiento de la informacio´n de los sensores
del robot, a la multiplexacio´n y demultiplexacio´n
de las diferentes sen˜ales, etc.
2.1 Modelo Discreto Aproximado con Retardo
Un modelo discreto aproximado del robot mo´vil
(2, 0), dado en (2) se puede obtener a partir de
una expansio´n de primer orden en series de Taylor
como se presenta en (Wargui et al. 1997),
x1(kT + T ) = x1(kT )
+(T − τ)u1(KT ) cosx3(KT + τ)
+τu1(KT − T ) cosx3(KT )
x2(KT + T ) = x2(KT )
+(T − τ)u1(KT ) sinx3(KT + τ)
+τu1(KT − T ) sinx3(KT )
x3(KT + T ) = x3(KT ) + (T − τ)u2(KT )
+τu2(KT − T ).
(3)
Este modelo presenta como desventaja que cuando
el periodo de muestreo no puede ser reducido
a un valor suﬁcientemente pequen˜o, el esquema
de control implementado presenta un apreciable
deterioro.
Se veriﬁco´ mediante experimentos por simulacio´n,
que a partir de un periodo de muestreo mayor
a 0.05 segundos el modelo discreto aproximado
presenta un error considerable al compararlo con
el modelo en tiempo continuo con retardo. Por
tanto, cualquier ley de control que se disen˜e a
partir del modelo aproximado puede presentar un
desempen˜o deﬁciente cuando se utilice un periodo
de muestreo suﬁcientemente grande.
2.2 Modelo Discreto Exacto con Retardo
El modelo discreto exacto de un robot mo´vil
(2,0) controlado remotamente, considerando el
efecto de la inclusio´n de una red de comunicacio´n
como la presentada en la Figura 1, se obtiene al
desarrollar la discretizacio´n exacta del modelo en
tiempo continuo (2), bajo la consideracio´n de que
el tiempo de retardo τ es menor que el periodo de
muestreo T.
Conside´rese la solucio´n de la ecuacio´n diferencial
(2c) para x3(t) en el intervalo de tiempo [t0, t],




Debido a que τ < T, el valor de u(t) cambia de
u(KT −T ) a u(KT ) en el instante to+τ, como se
observa en el diagrama de la Figura 3. Asumiendo
que τ tiene un valor constante conocido, (4) se
puede reescribir como,
x3 (t) = x3 (t0) +
∫ t0+τ
t0






donde u2(KT ) representa el valor de u2 (t) en el
intervalo de tiempo actual y u2(KT − T ) repre-
senta el valor de u2 (t) durante el intervalo de
tiempo anterior.
No´tese que cuando x3 (t) dada en (5) se evalu´a en
el intervalo de tiempo t0 ≤ t < t0 + τ se obtiene,
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ukT  T
to   tto
ukT
Figura 3. Sen˜al de Control u(t− τ)
x3 (t) = x3 (t0) + (t− t0)u2(KT − T ) (6)
pero cuando (5) se evalu´a para t0 ≤ t, se tiene,
x3 (t) = x3 (t0) + τu2(KT − T )
+ (t− t0 − τ) u2(KT ). (7)
Siguiendo el mismo procedimiento y considerando
(6) y (7), es posible escribir la solucio´n para x1 (t)
dada en (2a) en la forma,
x1 (t) = x1 (t0)








cos [x3 (t0) + τu2(KT − T )
+ (s− t0 − τ) u2(KT )]ds.
(8)
La solucio´n para x2 (t) se obtiene de manera
similar,
x2 (t) = x2 (t0)








sin [x3 (t0) + τu2(KT − T )
+ (s− t0 − τ) u2(KT )]ds.
(9)
Con el ﬁn de simpliﬁcar la presentacio´n de los
desarrollos que se presentan a continuacio´n, con-
side´rese la notacio´n η = η (kT ), η± = η (kT ± T )
con su generalizacio´n dada por
η (KT ±mT ) = η±m, m = 0, 1, 2, ...
Para obtener el modelo discreto exacto es suﬁ-
ciente considerar t0 = KT y evaluar (7), (8) y
(9) al ﬁnal del intervalo de tiempo [KT,KT +T ],
obtenie´ndose






cosβ + 2u1ψ2 (u2) cos θ






sinβ + 2u1ψ2 (u2) sin θ
x+3 = x3 + τu
−
2 + (T − τ) u2
(10)
con






















si u−2 = 0
τ
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si u2 = 0
T − τ
2
si u2 = 0
No´tese que ψ1(u−2 ) y ψ2(u2) son funciones conti-













3. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO DE
TRAYECTORIA
El control por modos deslizantes en tiempo dis-
creto es muy u´til en aplicaciones pra´cticas debido
a la simplicidad de su implementacio´n ya que
los problemas que se presentan en tiempo con-
tinuo, como las conmutaciones a altas frecuencias,
pueden ser reducidos si se garantiza una adecuada
seleccio´n de los para´metros de control (Corradini
et al. 2002), (Furuta 1990) y (Gao et al. 1995).
En tiempo continuo, un esquema de control por
modos deslizantes considera una ley de control
que conmuta a altas frecuencias para llevar la
trayectoria de estados del sistema sobre una su-
perﬁcie deslizante y mantenerla all´ı por el tiempo
subsiguiente, (Utkin et al. 1999), (Young et al.
1999).
Furuta presenta una te´cnica de control por mo-
dos deslizantes en tiempo discreto, insensible a
la seleccio´n del periodo de muestreo y que no
presenta conmutaciones a alta frecuencia, (Furuta
1990). En este caso, la ley de control se disen˜a
con base en una funcio´n discreta de Lyapunov y
a una adecuada seleccio´n de los para´metros para
garantizar la estabilidad del sistema.
El esquema de control propuesto en el presente
trabajo tiene como objetivo resolver el problema
de seguimiento de trayectorias de un robot mo´vil
(2,0) utilizando su modelo discreto exacto con in-
clusio´n de retardos. Para tal efecto se considerara´
la metodolog´ıa propuesta en (Furuta 1990) a ﬁn
de obtener un controlador por modos deslizantes
en tiempo discreto. Contrario al caso continuo,
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en el esquema en tiempo discreto presentado en
(Furuta 1990) y utilizado en (Corradini et al.
2002), la superﬁcie de conmutacio´n es diferente
a la superﬁcie de deslizamiento.
3.1 Dina´mica del error de seguimiento
Conside´rense los errores de seguimiento del sis-
tema (10) con respecto a los valores deseados x1d,
x2d y x3d,
ex1 = x1 − x1d
ex2 = x2 − x2d
ex3 = x3 − x3d.
Considerando el sistema (10), es posible mostrar
que los errores de seguimiento satisfacen
e+x1 = ex1 + 2ψ1u
−
1 cosβ + 2ψ2u1 cos θ −Δx1d
e+x2 = ex2 + 2u
−
1 ψ1 sinβ + 2u1ψ2 sin θ −Δx2d
e+x3 = ex3 + τu
−
2 + (T − τ) u2 −Δx3d (12)
con










y ψ1, ψ2 deﬁnidas de la misma forma que en (11).
3.2 Esquema de control
Para el disen˜o de la estrategia de control, con-
side´rense las sen˜ales virtuales de control
w1x = u1ψ2 cos θ (13)
w1y = u1ψ2 sin θ, (14)
y adicionalmente, las sen˜ales auxiliares
υ1x = u−1 ψ1 cosβ
υ1y = u−1 ψ1 sinβ.
Utilizando las deﬁniciones anteriores es posible
reescribir el sistema (12) en la forma,
e+x1 = ex1 + 2υ1x + 2w1x −Δx1d
e+x2 = ex2 + 2υ1y + 2w1y −Δx2d (15)
e+x3 = ex3 + τu
−
2 + (T − τ) u2 −Δx3d
donde se tiene ahora un sistema con tres sen˜ales de
entrada, dos de ellas corresponden a los controles
virtuales w1x y w1y y la tercera es la entrada u2.
Con el ﬁn de implementar una estrategia de con-
trol por modos deslizantes, conside´rense las super-
ﬁcies dadas por σx = 0, σy = 0 y σt = 0, donde
σx = e+x1 − ex1 + γxe−x1 (16a)
σy = e+x2 − ex2 + γye−x2 (16b)
σt = e+x3 − ex3 + γte−x3 , (16c)
y γx, γy, γt son pa´rametros reales positivos que se
determinara´n posteriormente.
A partir de la funcio´n σx dada en (16a) se tiene
que,
σx = e+x1 − ex1 + γxe−x1
σx = (ex1 + 2υ1x + 2w1x −Δx1d)− ex1 + γxe−x1
σx = 2υ1x + 2w1x −Δx1d + γxe−x1





Δx1d − γxe−x1 − 2υ1x + ασ−x
]
(17)
en lazo cerrado con (16a) se obtiene,
σx = ασ−x .
Por lo tanto, escogiendo adecuadamente el para´metro
α se obtiene que la superﬁcie σx = 0 es atractiva.
Considerando de manera similar la superﬁcie dada





Δx2d − γye−x2 − 2υ1y + βσ−y
]
(18)
el cual produce en lazo cerrado con (16b),
σy = βσ−y .
A partir de los desarrollos anteriores es posible ver
que los controles virtuales w1x y w1y determinan



























Conside´rese ﬁnalmente la superﬁcie dada en (16c),
esto es,





2 + (T − τ) u2 −Δx3d
)− ex3 + γte−x3






Δx3d − γte−x3 − τu−2 + δσ−t
]
(22)
se obtiene entonces en lazo cerrado con (16c),
σt = δσ−t .
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3.3 Ana´lisis de estabilidad
De acuerdo al disen˜o presentado anteriormente
w1x y w1y , deﬁnidas en (17) y (18), pueden
ser usadas separadamente para imponer un modo
deslizante en las superﬁcies σx = 0 y σy =
0 respectivamente. Por otra parte u2 deﬁnida
en (22) puede utilizarse para imponer un modo
deslizante para la superﬁcie σt = 0.
Para mostrar la convergencia de los errores de
seguimiento y la estabilidad del sistema en lazo
cerrado, conside´rese la retroalimentacio´n dada en
(17) en lazo cerrado con el sistema (12).
Dado que u1 puede escribirse como se deﬁnio´ en
(20) la dina´mica de ex1 estara´ dada por,






reemplazando w1x dada en (17) se tiene,
e+x1 = ex1 + 2υ1x +
[
Δx1d − γxe−x1 − 2υ1x + ασ−x
]
−Δx1d
e+x1 = ex1 − γxe−x1 + ασ−x
donde, considerando σ−x a partir de σx dada en
(16a) se tiene
e+x1 − ex1 + γxe−x1 − ασ−x = 0
e+x1 − ex1 + γxe−x1 − α
[
ex1 − e−x1 + γxe−2x1
]
= 0
e+x1 − (1 + α) ex1 + (γx + α) e−x1 − αγxe−2x1 = 0
e+3x1 − (1 + α) e+2x1 + (γx + α) e+x1 − αγxex1 = 0
donde la eleccio´n adecuada de los para´metros α,
y γx permiten establecer la estabilidad deseada.
Considerando que u1 puede reescribirse como
se deﬁnio´ en (21), la dina´mica del error de
seguimiento ex2 resulta ser,






reemplazando w1y dada en (18) se tiene,
e+x2 = ex2 + 2υ1y +
[
Δx2d − γye−x2 − 2υ1y + βσ−y
]
−Δx2d
e+x2 = ex2 − γye−x2 + βσ−y
de donde a partir de (16b) se obtiene
e+x2 − ex2 + γye−x2 − βσ−y = 0
e+x2 − ex2 + γye−x2 − β
[
ex2 − e−x2 + γye−2x2
]
= 0
e+x2 − (1 + β) ex2 + (γy + β) e−x2 − βγye−2x2 = 0
e+3x2 − (1 + β) e+2x2 + (γy + β) e+x2 − βγyex2 = 0.
En este caso, la eleccio´n adecuada de β y γy
asegura la convergencia deseada.
Finalmente considerando (22) en lazo cerrado con
ex3 dada en (12), se obtiene
e+x3 = (1 + δ) ex3 − (γt + δ) e−x3 − δγte−2x3
por tanto,
e+3x3 − (1 + δ) e+2x3 + (γt + δ) e+x3 + δγtex3 = 0.
Si se seleccionan los para´metros γx, γy y γt dentro
del intervalo (0; 0.25], las ra´ıces de los polinomios
caracter´ısticos de ex1 , ex2, ex3 , se ubican dentro
del circulo unitario, garantizando as´ı la convergen-
cia asinto´tica. Con lo cual se prueba la convergen-
cia de los errores de seguimiento y la estabilidad
en lazo cerrado del sistema.
4. RESULTADOS EN SIMULACIO´N.
Con el ﬁn de evaluar el desempen˜o de la estrategia
de control propuesta para resolver el problema
de seguimiento de trayectorias, se presentan los
resultados de uno de los experimentos realizados
mediante simulacio´n, donde se considero´ como
trayectoria deseada un circulo de radio r = 3 y
se propuso como periodo de muestreo a T = 0.1
con un retardo de transporte τ = 0.025.
Se consideraron las condiciones iniciales,
x1 = 0.2, x2 = 2.5, x3 = 0.02
u2 = 0, u1 = 0
Los para´metros de control seleccionados para los
polinomios caracter´ısticos de ex1 , ex2 , ex3 fueron,
γx = γy = γt = 0.24
α = 0.4 β = 0.4 δ = 0.
En la Figura 4 se observa la trayectoria deseada
y la trayectoria real seguida por el robot mo´vil
en el plano X1 − X2. Se puede observar como
el robot mo´vil iniciando desde un punto fuera
de la trayectoria deseada corrige su posicio´n y
se va aproximando hasta alcanzar la trayectoria
deseada. Los errores de seguimiento ex1 = x1 −
x1d, ex2 = x2−x2d y ex3 = x3−x3d con respecto al
tiempo se presentan en la Figura 5, en esta gra´ﬁca
se observa como e´stos convergen asinto´ticamente
a cero, lo que indica que cada estado converge
asinto´ticamente al valor deseado. En la Figura 6
se muestra la evolucio´n de las sen˜ales de control u1
y u2, siendo evidente el hecho que se encuentran
libres de conmutaciones a altas frecuencias. Se
observa tambie´n que las sen˜ales de control no se
ven afectadas por el retardo de transporte. En
la Figura 7 se presentan las sen˜ales virtuales de
control w1x y w1y. Finalmente en la Figura 8
se muestra el comportamiento de las superﬁcies
deslizantes, las cuales convergen asinto´ticamente
a cero.
5. CONCLUSIONES.
En este trabajo se presento´ una estrategia de
control por modos deslizantes en tiempo dis-
creto, para resolver el problema de seguimiento
de trayectorias de un robot mo´vil tipo (2,0) con-
trolado remotamente. El esquema de control se
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Figura 4. Trayectoria ideal y real del robot mo´vil
tipo (2, 0)
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Figura 5. Senales de error de seguimiento para los
estados x1, x2 y x3.


























Figura 6. Sen˜ales de control u1 y u2 aplicadas.
desarrollo´ a partir de la obtencio´n del modelo
discreto exacto incluyendo los efectos del retardo
de transporte inducido por una red de comuni-
cacio´n. Debido a los efectos del retardo de trans-
porte sobre el veh´ıculo, la estrategia de control
propuesta se realizo´ en tiempo discreto ya que no
es posible la obtencio´n de leyes de control causales
a partir del modelo continuo. El desempen˜o de
la estrategia de control se evaluo´ mediante ex-
perimentos en simulacio´n, donde se muestra que
las leyes de control propuestas permiten que el
robot mo´vil realice un seguimiento de trayecto-
rias con convergencia asinto´tica de los errores de


























Figura 7. Sen˜ales de control virtuales w1x y w1y































Figura 8. Superﬁcies de deslizamiento
seguimiento. Los resultados de los experimentos
en simulacio´n muestran una ventaja del esquema
de control utilizado sobre la implementacio´n de
los esquemas de control por modos deslizantes
cla´sicos en tiempo continuo, debido a que las
sen˜ales de control obtenidas se encuentran libres
de conmutaciones a alta frecuencia.
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